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1 Introduccio´n.
En este cursillo se pretende ejemplificar co´mo se estructura y desarrolla un
estudio investigativo en el aula. Para ello, se hace un recuento del proceso
seguido por el equipo de investigacio´n que adelanta el proyecto: Desarrollo
del Razonamiento a trave´s de la geometr´ıa euclidiana para el estudio investi-
gativo que realizo´ en torno a la tarea de conceptualizar un objeto geome´trico.
Inicialmente se presentan los fundamentos teo´ricos relativos al razonamiento
en esta tarea y despue´s el estudio que se llevo´ a cabo con estudiantes de
Educacio´n Ba´sica Secundaria, con el cual se buscaba determinar los tipos
de razonamiento que se manifiestan durante el desarrollo de actividades que
apuntan hacia la conceptualizacio´n.
2 Aspectos teo´ricos relativos a la tarea de
conceptualizar en geometr´ıa.
2.1 Concepto versus Imagen conceptual.
Una de las actividades ma´s frecuentes en matema´ticas es la construccio´n de
conceptos. Los conceptos geome´tricos, tanto de objetos como de relaciones,
son el fundamento para el desarrollo del conocimiento geome´trico, sobre el
que descansa el sentido espacial, y el dominio de un corpus teo´rico (siste-
mas axioma´ticos), construido este u´ltimo a trave´s de la demostracio´n. La
actividad de conceptualizar se ha restringido, en ocasiones, al establecimien-
to de una correspondencia entre definiciones formales o nombres con una
representacio´n visual del concepto o la relacio´n. As´ı, para explicar que´ es
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un cuadrila´tero, se da una definicio´n y se dibujan algunos ejemplos de cua-
drila´teros; para explicar que´ son rectas paralelas, se recurre igualmente a una
definicio´n formal seguida de dos o tres dibujos. Esta forma de presentacio´n
ignora que la conceptualizacio´n descansa sobre una suerte de experiencias
de construccio´n, visualizacio´n, exploracio´n de propiedades, elaboracio´n de
explicaciones y clasificacio´n, entre otras.
Como consecuencia de este tipo de tratamiento, se produce una cadena de
incomprensiones que no permiten el acceso a un conocimiento genuino. Por
ejemplo, si la imagen conceptual de tria´ngulo que tiene un alumno esta´ res-
tringida so´lo a tria´ngulos iso´sceles, probablemente tendra´ la idea de que las
alturas, para cualquier tria´ngulo, son segmentos que esta´n siempre en el in-
terior del tria´ngulo y que dividen a la base en dos segmentos congruentes. Si
la idea anterior persiste, el ana´lisis de casos en donde la altura es exterior al
tria´ngulo se sale de las posibilidades de comprensio´n por parte del estudiante.
Por el contrario, la actividad de conceptualizar debe poner en corresponden-
cia al concepto, objeto matema´tico, o relacio´n, determinado por una defi-
nicio´n formal, con lo que Vinner ha denominado la “imagen conceptual” o
representacio´n operativa de e´ste, formada por ima´genes visuales y propieda-
des que se establecen a trave´s de las experiencias vividas con e´l. Una cosa
es el concepto y otra la imagen conceptual. Cada persona tiene uno o mas
prototipos de un concepto, los cuales son los primeros que vienen a la mente
al momento de enfrentarse a alguna tarea que lo involucre. Entre ma´s y
mejores experiencias se tengan, la imagen conceptual se acerca ma´s al con-
cepto porque, como lo afirman Vinner y Hershkowitz: “adquirir un concepto
significa, adquirir un mecanismo de construccio´n e identificacio´n mediante el
cual sera´ posible identificar o construir todos los ejemplos del concepto, tal
como e´ste esta´ concebido por la comunidad matema´tica.” [citado por Jaime,
Adela et al., 1992] .
Muchas veces se cree tener e´xito con los estudiantes en la conceptualiza-
cio´n de un objeto geome´trico porque identifican sus representaciones. Es
muy probable que los alumnos discriminen correctamente los trapecios entre
un conjunto de figuras geome´tricas, pero, ¿es e´sto suficiente para decir que
poseen el concepto de trapecio? Al hacer la identificacio´n visual, ¿esta´n con-
siderando realmente todas las propiedades necesarias y suficientes de e´ste?
Conviene ser cautos, pues puede suceder que al pedir a un estudiante que
haga una representacio´n gra´fica de un trapecio, la imagen visual de la re-
presentacio´n sea correcta, pero al solicitarle que escriba las propiedades del
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trapecio pueda obviar obvie alguna propiedad necesaria, como tener exacta-
mente un par de lados opuestos paralelos, poniendo en evidencia lo lejos que
esta´ la imagen conceptual del concepto mismo.
Este hecho muestra que la conceptualizacio´n combina procesos cognitivos de
visualizacio´n con la construccio´n de una definicio´n asociada a una imagen
visual. Generalmente la imagen visual se aproxima a la representacio´n del
objeto tal como lo acepta la comunidad matema´tica y por eso se tiene la ten-
dencia a creer que el estudiante tiene el concepto claro. Pero si la definicio´n
que construye el estudiante es deficiente, se presentara´n problemas al escribir
la definicio´n, o al hacer uso de las propiedades del objeto geome´trico en la
resolucio´n de problemas o en demostraciones.
Concepto
Punto de vista
Matema´tico
Punto de vista
Dida´ctico
Seleccio´n de la definicio´n
ma´s adecuada
segu´n los alumnos
Estudios de las dificultades
que pueden tener los alumnos
para su comprensio´n
Lista de propiedades relevantes
(Extra´ıdas de la definicio´n;
eventualmente algunas ma´s)
Ana´lisis del contexto educativo
para preveer situaciones de clase
(preconceptos, edad, nivel)
Determinacio´n de propiedades
irrelevantes
(para discriminar mejor los
ejemplos)
Generacio´n de ejemplos (cumplen con todas las
propiedades) y contraejemplos (fallan en alguna
propiedad)
Ordenacio´n de ejemplos y contraejemplos para
facilitar el proceso de apredizaje
(de lo intuitivo a lo formal)
Figura 1. Recomendacio´n dida´ctica para construir situaciones de conceptualizacio´n.
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En el cuadro de la figura 1, se presenta una recomendacio´n dida´ctica para
disen˜ar actividades en torno a la construccio´n de conceptos que hace ex-
pl´ıcita la necesidad de hacer un ana´lisis en paralelo, desde la matema´tica y
la dida´ctica, sobre el concepto y las propiedades relevantes del mismo que
guiar´ıan la construccio´n de una secuencia de ejemplos y contraejemplos del
concepto a trabajar. El esfuerzo dida´ctico debe centrarse en ampliar la ima-
gen conceptual del objeto geome´trico, de tal suerte que se destaquen todas
y cada una de las caracter´ısticas y relaciones que lo determinan.
2.2 Tipos de razonamiento en la actividad de
conceptualizacio´n.
La teor´ıa propuesta por los esposos Van Hiele es muy u´til para compren-
der la complejidad del razonamiento en el aprendizaje de la geometr´ıa. Una
tarea que puede ser analizada a la luz de dicha teor´ıa es la de conceptuali-
zar, como lo ha demostrado la investigacio´n emp´ırica [Clements y Battista,
1992], pues se establece el nexo entre el estado de evolucio´n en la adquisicio´n,
por el estudiante, de un concepto o relacio´n y las posibilidades de e´xito que
e´ste tiene al enfrentarse a otras actividades geome´tricas como las de resolver
problemas, investigar y demostrar. A continuacio´n se describen los tipos de
razonamiento propuestos por los esposos Van Hiele, enfocando la atencio´n
en el acercamiento a la construccio´n de un concepto y presentando algunas
caracter´ısticas e indicadores de cada uno de los tipos de razonamiento es-
pec´ıficos de esta tarea.
Tipo 1: Visualizacio´n o Reconocimiento
Un razonamiento de tipo visualizacio´n o reconocimiento se caracteriza por-
que se hace sobre formas geome´tricas, con base en su apariencia y en posibles
transformaciones visuales sobre ima´genes de estas formas. El concepto adqui-
rido corresponde a la imagen figural de e´ste, concebida como la imagen f´ısica
que ilustra al concepto. Aqu´ı los prototipos fijos promueven caracter´ısticas
irrelevantes del concepto pues se razona sobre formas geome´tricas basa´ndose
en su apariencia, sin llegar a encontrar o ligar propiedades de e´stas. Por
ejemplo, el recta´ngulo so´lo es recta´ngulo si uno de sus lados esta´ en posicio´n
horizontal. La conceptualizacio´n del objeto se reduce a la imagen conceptual
fruto u´nicamente de las caracter´ısticas perceptuales globales.
En te´rminos del razonamiento geome´trico propio de la conceptualizacio´n, las
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acciones cognitivas se dirigen a la descripcio´n de las caracter´ısticas globales
de la imagen figural, ligadas a las ima´genes f´ısicas. El razonamiento se centra
en consideraciones visuales de cara´cter esta´tico y los objetos sobre los cuales
se razona esta´n referidos a conceptos ba´sicos. Las figuras se agrupan porque
tienen la misma forma. Por ejemplo, un cuadrado no tiene la misma forma
que un recta´ngulo y, por tanto, no pertenece a la clase de los recta´ngulos.
Algunos indicadores, evidencia de un razonamiento de este tipo, se enumeran
en la tabla 1.
Indicadores para el razonamiento tipo visualizacio´n o reconocimiento
- Percepcio´n global de las figuras. No se reconocen expl´ıcitamente las partes que
componen las figuras ni las relaciones entre ellas.
- Inclusio´n de atributos irrelevantes en las descripciones, generalmente de tipo
f´ısico o visual, tales como la orientacio´n y el taman˜o. La imagen conceptual del
objeto geome´trico esta´ muy ligada al modelo f´ısico del mismo. Se hace referen-
cia a prototipos visuales para caracterizar las figuras. Las descripciones esta´n
basadas en semejanzas f´ısicas globales que se expresan en frases como: “se
parece a una puerta...”, “tiene forma de cono”, “parece un cono boca abajo”,
“es redondo como una moneda”.
- Identificacio´n de formas geome´tricas en objetos f´ısicos.
- Percepcio´n de cada figura como ente individual. No se reconocen carac-
ter´ısticas en las figuras que podr´ıan ser atribuidas a otras figuras para agrupar-
las en una misma clase, ni se piensa en usar las propiedades para caracterizar
una clase de figuras.
- Uso del lenguaje cotidiano y vocabulario impreciso en las descripciones para
comparar, identificar, describir y escoger figuras. Son frecuentes expresiones
como “esta´ torcido”, “esta´ deforme”, “este lado es ma´s largo”, “es ma´s gordo
que”, entre otros.
- Elaboracio´n de selecciones incorrectas a partir de propiedades que no son cons-
titutivas de la figura. Por ejemplo: “El cuadrado no es un rombo porque no
tiene una punta hacia arriba”.
- Uso incorrecto de las propiedades que determinan una figura y omisio´n de las
condiciones necesarias. Al tener un listado de propiedades de una figura que
debe ser descubierta, centran su atencio´n so´lo en algunas de ellas e ignoran las
dema´s.
Tabla 1. Indicadores razonamiento tipo 1
Tipo 2 : Ana´lisis o Descripcio´n
El razonamiento de este tipo se caracteriza porque los alumnos razonan sobre
los conceptos mediante el ana´lisis informal de partes constitutivas y de atri-
butos de los objetos. El razonamiento es de tipo experimental. Se establecen
propiedades de las formas de los objetos geome´tricos a trave´s de la obser-
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vacio´n, medicio´n, dibujo y elaboracio´n de modelos, entre otros. Los objetos
sobre los cuales se razona son las propiedades que usan para clasificar figuras.
Por ejemplo, “todos los recta´ngulos tienen dos lados largos y dos cortos”. La
conceptualizacio´n del objeto se basa en un listado exhaustivo de propiedades,
algunas veces incluyendo ma´s de las necesarias, pues se hace ma´s e´nfasis en
aquello que distingue una figura de otra, que en lo que las asemeja.
La imagen conceptual sigue ligada a la imagen f´ısica. Sin embargo, aquella
adquiere un cara´cter ma´s dina´mico si se le compara con la que se obtiene en
el tipo de razonamiento anterior, porque se atiende ma´s a los componentes
de la figura que a una percepcio´n global de la misma. Algunos indicadores
de este tipo de razonamiento se enumeran en la tabla 2.
Indicadores para el razonamiento tipo ana´lisis o descripcio´n
- Reconocimiento de las figuras geome´tricas como conformadas por partes o elementos
y dotadas de propiedades matema´ticas.
- Establecimiento de propiedades de las figuras mediante la experimentacio´n y poste-
rior generalizacio´n de e´stas.
- Dificultad para establecer relaciones entre las propiedades detectadas y, por ende,
para realizar clasificaciones a partir de estas entre las propiedades y obtener clasifi-
caciones inclusivas.
- Clasificacio´n de figuras a trave´s de atributos sencillos, por ejemplo, a trave´s de las
propiedades de los lados de una figura sin tener en cuenta a´ngulos o simetr´ıas. Las
clasificaciones son disyuntas, pues tienen ma´s peso las propiedades diferenciadoras:
“el cuadrado no es recta´ngulo pues tiene todos sus lados iguales”.
- Construccio´n de definiciones en te´rminos de un listado exhaustivo de propiedades,
sin identificar las necesarias ni las suficientes.
- Descripcio´n informal de los componentes de una figura, utilizando adecuadamente
el vocabulario usual.
- Reconocimiento de figuras concretas como representantes de familias.
- Comparacio´n expl´ıcita de formas teniendo en cuenta las propiedades de sus compo-
nentes.
- Descripcio´n de tipos de formas mediante el uso expl´ıcito de sus propiedades en lugar
de los nombres respectivos.
- Seleccio´n correcta pero limitada de figuras, en una tarea de clasificacio´n, porque se
“inventan” propiedades que no son parte sustancial del objeto, pero si de la imagen
conceptual que tienen. Por ejemplo, “el cuadrado no es un rombo porque todos sus
a´ngulos son congruentes”.
Tabla 2. Indicadores razonamiento tipo 2
Tipo 3: Clasificacio´n o abstracto relacional
Los objetos sobre los cuales se razona son las relaciones entre propiedades
de aquellas figuras que conforman una clase, pues se acepta que la figura es
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so´lo un representante de e´sta. La imagen conceptual adquiere un cara´cter
representativo y, por tanto, se pueden hacer ordenaciones lo´gicas entre las
clases de figuras. La conceptualizacio´n del objeto se centra en la enunciacio´n
de las propiedades necesarias y suficientes aun cuando hay limitaciones en las
ima´genes conceptuales. Algunos indicadores de este tipo de razonamiento se
enumeran en la tabla 3.
Indicadores para el razonamiento tipo abstracto - relacional
- Reconocimiento de co´mo la combinacio´n de propiedades puede dar lugar a una
determinada figura.
- Establecimiento de propiedades comunes e interrelaciones entre diferentes tipos de
figuras.
- Organizacio´n de propiedades descubiertas en las figuras, determinando cua´les son
consecuencia de otras. Esta organizacio´n es la primera manifestacio´n de la deduc-
cio´n.
- Habilidad para clasificar formas de acuerdo con una serie de atributos matema´ticos
precisos.
- Uso de argumentos informales para justificar la clasificacio´n de figuras. El razona-
miento no se basa en teoremas conocidos sino en experiencias previas a trave´s de la
manipulacio´n directa de objetos.
- Distincio´n entre propiedades necesarias y suficientes de un concepto, pero restringi-
das a una imagen conceptual.
- Habilidad para modificar definiciones, aceptar definiciones equivalentes y hacer re-
ferencia expl´ıcita a e´stas en sus explicaciones.
Tabla 3. Indicadores razonamiento tipo 3
Tipo 4: Deduccio´n formal
En este tipo de razonamiento, los objetos sobre los cuales se razona son
las relaciones entre propiedades de las clases de figuras, en el contexto de
un sistema matema´tico axioma´tico. En la imagen conceptual priman las
propiedades del representante de la clase sobre la imagen visual de e´ste. La
conceptualizacio´n conlleva a la enunciacio´n de las propiedades necesarias y
suficientes. Algunos indicadores de este tipo de razonamiento, en la tarea de
conceptualizar, se enumeran en la tabla 4.
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Indicadores para el razonamiento tipo deduccio´n formal
- Aceptacio´n de definiciones equivalentes y seleccio´n de la ma´s u´til para un proceso
de demostracio´n o en resolucio´n de problemas.
- Deduccio´n de informacio´n nueva acerca de una figura teniendo en cuenta informacio´n
previa.
- Reconocimiento de definiciones que pueden referirse a una serie de figuras las cuales
no esta´n en una categor´ıa o clase determinada.
- Reconocimiento de cua´ndo y co´mo utilizar elementos auxiliares en una figura.
- Solucio´n de problemas que involucran aspectos geome´tricos del concepto.
Tabla 4. Indicadores razonamiento tipo 4
3 Estudio Investigativo: Conceptualizacio´n
del Kuid.
3.1 Contexto de aplicacio´n.
La experiencia investigativa se llevo´ a cabo en el primer semestre de 2002, en
un colegio privado de la ciudad de Bogota´, con una poblacio´n estudiantil de
estrato socio-econo´mico medio alto. En su mayor´ıa, los docentes del a´rea de
matema´ticas son egresados de la Universidad Pedago´gica y mantienen lazos
estrechos con las actividades acade´micas que la Universidad realiza. Como lo
consideran provechoso para sus alumnos, esta´n dispuestos a colaborar con ex-
periencias de aula innovativas y/o investigativas y se manifiestan interesados
con los resultados de dichos estudios.
El lugar de aplicacio´n fue el salo´n usual asignado al grupo de estudiantes,
el cual goza de o´ptimas condiciones f´ısicas para el trabajo acade´mico, por
la amplitud del espacio, buena ventilacio´n e iluminacio´n. Durante la expe-
riencia se conto´ con materiales de escritorio, apoyo tecnolo´gico y papeler´ıa
necesarios para la aplicacio´n. Sin embargo, dado que el grupo era numeroso
(45 estudiantes), el nivel de ruido era elevado, y el desplazamiento de los
miembros del equipo investigador por el aula, para el seguimiento puntual a
los grupos de trabajo, no era fa´cil.
3.2 Poblacio´n.
0Se escogio´ un grupo de grado noveno compuesto por estudiantes cuyas eda-
des oscilaban entre 14 y 16 an˜os. De acuerdo a la programacio´n establecida
en la institucio´n, el grupo tomo´ un primer nivel de geometr´ıa euclidiana con
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intensidad de 10 horas semanales, durante el primer semestre del an˜o 2001.
En el momento de la aplicacio´n de la experiencia, se encontraba cursando un
segundo nivel de geometr´ıa euclidiana. Las tema´ticas que se hab´ıan trabaja-
do hasta el momento, se enumeran en la tabla 5.
Primer nivel: Semestre I de 2001 Primer nivel: Semestre I de 2001
-Conceptos ba´sicos y postulados -Teorema Fundamental de la
de la Geometr´ıa Euclidiana. Proporcionalidad.
-Razonamiento inductivo y deductivo en -Postulados de Semejanza de Tria´ngulos.
geometr´ıa. -Teoremas de Semejanza LLL y LAL
-Tria´ngulos y Congruencia: postulados -Teorema de Tales
de congruencia. -Teorema de Pita´goras.
- Prueba de teoremas relativos a -Razones trigonome´tricas.
a´ngulos opuestos -Cı´rculos: definiciones ba´sicas
por el ve´rtice, a´ngulos -L´ıneas del c´ırculo.
exteriores, suma y resta de segmentos y -Cuerdas y distancias del c´ırculo.
mediante postulados ba´sicos. -Rectas perpendiculares a cuerdas
- Rectas y planos paralelos, teoremas -Angulos inscritos
de rectas paralelas.
-Tria´ngulos, clasificacio´n y teoremas
especiales.
-Cuadrila´teros y Pol´ıgonos
Tabla 5.
Como se puede apreciar, la aproximacio´n curricular a la geometr´ıa euclidiana
se hace en te´rminos de la construccio´n de un sistema axioma´tico deductivo,
con algo de formalidad. Las tema´ticas van acompan˜adas de actividades de
construccio´n con regla y compa´s y con el software Cabri. Esto llevo´ al equipo
de investigacio´n a suponer que el grupo de estudiantes ten´ıa un conocimien-
to bien cimentado sobre los conceptos impl´ıcitos en las actividades y no se
tendr´ıan dificultades de comprensio´n al momento de proponerles las cons-
trucciones.
3.3 Descripcio´n de la tarea.
Para el estudio investigativo se analizaron las producciones de los estudiantes
correspondientes a tres actividades disen˜adas para lograr la coneptualizacio´n
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de el kuid, objeto geome´trico inventado por el equipo de investigacio´n. En ca-
da una de las actividades se pretend´ıa aprovechar al ma´ximo las construccio-
nes como elemento potenciador del razonamiento. Al proponer una construc-
cio´n que impl´ıcita o expl´ıcitamente establece una propiedad geome´trica, se
esperaba que e´sta activara en los estudiantes acciones cognitivas que les per-
mitiera encontrar otras propiedades, que enriquecieran la informacio´n sobre
el objeto construido y dieran pautas para conceptualizarlo. A continuacio´n
se presentan dos definiciones equivalentes de kuid, que se esperaba constru-
yeran los estudiantes una vez hubieran desarrollado el mo´dulo. Tambie´n se
da una descripcio´n de las tres actividades sen˜alando para cada una de ellas,
los prerrequisitos, los objetivos, los materiales necesarios y las instrucciones
para su ejecucio´n.
Un kuid es un cuadrila´tero con dos pares de lados
adyacentes congruentes y un par de a´ngulos
opuestos congruentes.
Un kuid es un cuadrila´tero en el cual cada lado
tiene un lado adyacente congruente.
Actividad 1
Prerrequisitos:
• Construcciones con regla y compa´s o manejo de software educativo para
geometr´ıa dina´mica, de tria´ngulos equila´teros, rectas perpendiculares,
tria´ngulos iso´sceles.
• Conceptos: segmentos congruentes, cuadrila´tero, simetr´ıa axial, de
tria´ngulos equila´tero, iso´sceles, recta´ngulo, escaleno, hipotenusa, cua-
drila´tero, simetr´ıa axial. En esta actividad, el uso de la nocio´n de
simetr´ıa no exige el concepto formal sino intuitivo de e´sta.
• Diferenciacio´n de tria´ngulos segu´n las medidas de sus lados y sus a´n-
gulos.
Descripcio´n:
Se busca construir, a partir de diferentes tipos de tria´ngulos y haciendo uso
del concepto de simetr´ıa, distintos ejemplos de kuids. De este modo se ge-
neran lados congruentes de manera impl´ıcita. El propo´sito de la actividad
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es que los estudiantes identifiquen caracter´ısticas del kuid tales como: tener
dos pares de lados adyacentes congruentes, un par de a´ngulos opuestos con-
gruentes y una diagonal sobre un eje de simetr´ıa. Las conclusiones a las que
pueden llegar los alumnos sera´n producto del proceso intuitivo seguido.
Materiales:
Calculadoras o computadores con programa de geometr´ıa dina´mica, o papel
calcante, regla y compa´s.
Instrucciones:
En la siguiente actividad, construira´n varios tipos de tria´ngulos y su imagen
sime´trica con respecto a alguno de sus lados, generando un cuadrila´tero.
Calculadora o computador:
1. Se debe hacer la construccio´n del tipo de tria´ngulo que se solicita ase-
gura´ndose que el computador o la calculadora lo reconozcan como un
tria´ngulo y no como la unio´n de segmentos.
2. Se debe usar simetr´ıa axial para construir el cuadrila´tero segu´n las
instrucciones correspondientes que aparecen en la tabla 6.
Regla y compa´s:
1. Las construcciones deben hacerse con regla y compa´s cuando lo exige el
tipo de tria´ngulo para asegurar exactitud en las caracter´ısticas propias
de e´ste.
2. Se debe doblar el papel calcante sobre el lado correspondiente del
tria´ngulo, segu´n las instrucciones, para calcar la imagen sime´trica de
e´ste.
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Construcciones:
Tipo de tria´ngulo Eje de simetr´ıa
Tria´ngulo equila´tero Cualquier lado
Tria´ngulo recta´ngulo Hipotenusa
Tria´ngulo iso´sceles (no recta´ngulo) Cualquier lado
Tria´ngulo escaleno (no recta´ngulo) Cualquie lado
Tabla 6.
Actividad 2
Prerrequisitos:
• Construcciones con regla y compa´s: rectas perpendiculares.
• Conceptos: simetr´ıa axial, cuadrila´tero, diagonal.
• Diferenciacio´n entre eje de simetr´ıa y diagonal contenida en un eje de
simetr´ıa.
Descripcio´n:
Las tareas que aqu´ı se realizan destacan una propiedad del kuid : por lo
menos una diagonal del cuadrila´tero esta´ contenida en un eje de simetr´ıa.
El estudiante debe ser consciente del concepto de simetr´ıa axial porque, a
partir de un eje de simetr´ıa, debe construir el cuadrila´tero. Mientras que en
la primera actividad obten´ıa el cuadrila´tero por simple calcado o uso de la
herramienta “simetr´ıa axial”, ahora debe realizar el proceso de construccio´n
iniciando con la eleccio´n de un eje de simetr´ıa. Por primera vez el estudiante
es responsable de la construccio´n que hace.
La caracter´ıstica del kuid trabajada es esencial, pues con ella se logra generar
todos los tipos de kuid, pero es posible que el estudiante se quede corto en
la produccio´n de las figuras prototipos. Por ejemplo, entre aquellas con dos
ejes de simetr´ıa esta´n los cuadrados y los rombos que no son cuadrados, y
probablemente el rombo no surja como un cuadrila´tero con dicha propiedad.
Con esta actividad, posiblemente el alumno no encuentre informacio´n nueva
sobre el concepto de kuid ; se refuerzan las conclusiones dadas en la acti-
vidad anterior y se prepara para la siguiente. Sin embargo, yace impl´ıcita
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otra propiedad del kuid : las diagonales o las rectas que las contienen son
perpendiculares, propiedad que se trabaja intensamente en la actividad que
sigue.
Los diferentes ejercicios de esta actividad van ampliando el significado de la
propiedad en torno a la cual se esta´ trabajando: simetr´ıa. Por primera vez
se introducen, en el proceso de conceptualizacio´n del kuid, contraejemplos
como herramienta necesaria para destacar atributos esenciales del kuid.
Instrucciones:
1. Dibuje varios cuadrila´teros para los cuales ninguna diagonal esta´ en un
eje de simetr´ıa. ¿Que´ propiedad comu´n tienen fuera de la ya nombrada?
2. Dibuje varios cuadrila´teros para los cuales exactamente una diagonal
esta´ en un eje de simetr´ıa. ¿Que´ propiedad comu´n tienen fuera de la
ya nombrada?
3. Dibuje varios cuadrila´teros para los cuales las dos diagonales esta´n en
ejes de simetr´ıa. ¿Que´ propiedad comu´n tienen fuera de la ya nombra-
da?
4. Los cuadrila´teros que satisfacen las condiciones expuestas en los nume-
rales 2 y 3 son kuids. ¿Que´ propiedades comunes tienen?
Actividad 3
Prerrequisitos:
• Construcciones con regla y compa´s: rectas perpendiculares, punto me-
dio.
• Conceptos: rectas perpendiculares, cuadrila´tero, bisectriz de un seg-
mento, diagonal de un cuadrila´tero, pol´ıgono, pol´ıgonos convexos.
• Diferenciacio´n entre diagonal y la recta que la contiene, entre diagonales
perpendiculares y rectas perpendiculares que contienen a las diagonales.
• Reconocimiento de la diagonal como segmento que puede no estar to-
talmente en el interior del pol´ıgono.
403
Memorias XIII Encuentro de Geometr´ıa y I de Aritme´tica
Descripcio´n:
Esta actividad lleva a la construccio´n de ejemplos de cuadrila´teros con una
propiedad comu´n: las rectas que contienen las diagonales son perpendicu-
lares. A pesar de ser e´sta una propiedad necesaria del kuid, como no es
suficiente, se construyen cuadrila´teros que no son kuids (ejercicio 1). De
nuevo se introducen contraejemplos para enfatizar que se necesitan ma´s con-
diciones fuera de esta propiedad para que la figura sea kuid. El contraste
entre las figuras que son kuids y aquellas que no lo son ayuda a determinar,
precisamente, la condicio´n que es suficiente para obtener un kuid.
No so´lo se solicita la construccio´n de cuadrila´teros con unas propiedades
espec´ıficas sino se propone un ejemplo de un cuadrila´tero no convexo en cada
ejercicio, para que los alumnos analicen si cumple las condiciones dadas para
la construccio´n. El propo´sito es ampliar el panorama de posibles ejemplos,
puesto que comu´nmente este tipo de cuadrila´tero no surge fa´cilmente como
objeto de estudio.
Cada ejercicio propuesto es consecuencia del juego alrededor de la siguiente
propiedad delkuid: la recta que contiene a una diagonal es mediatriz de la
otra diagonal. Desglosando las partes que constituyen esta caracter´ıstica,
surgen tres casos:
• Las diagonales son perpendiculares y se bisecan mutuamente.
• Las diagonales son perpendiculares y una de ellas biseca a la otra.
• Las rectas que contienen las diagonales son perpendiculares y una de
ellas biseca a una diagonal.
Estos casos dan lugar a distintos tipos de kuid. Por tal razo´n, la actividad
lleva no so´lo a la construccio´n de kuid sino que, colateralmente, ejemplifica
co´mo debe ser el ana´lisis de afirmaciones geome´tricas y sus interpretaciones.
Como la actividad gira en torno a la construccio´n de un cuadrila´tero para
el cual las rectas que contienen a sus diagonales son perpendiculares, se
exige que el estudiante descubra co´mo debe proceder para construir ese tipo
de cuadrila´tero. No se procede, como se hace tradicionalmente, dibujando
primero el cuadrila´tero, sino que debe construir inicialmente las diagonales
y luego el cuadrila´tero.
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Es importante notar que la actividad hace e´nfasis en una propiedad del kuid
que posiblemente no fue percibida en la tarea anterior. Latente en ambas
actividades esta´ la caracter´ıstica esencial del kuid, a la cual se debe estar
aproximando el alumno. En la primera actividad, el acercamiento al concep-
to de kuid es perceptual, mientras que en e´sta se exige un proceso de razona-
miento ma´s elaborado ya que exige la construccio´n de figuras que cumplen
condiciones dadas.
Instrucciones:
1. Un cuadrila´tero cumple las siguientes condiciones:
• Las rectas que contienen sus diagonales son perpendiculares.
• Ninguna recta que contiene una diagonal biseca a la otra diagonal.
(a) Dibuje varios cuadrila´teros que cumplan las condiciones.
(b) ¿La siguiente figura (fig. 2) cumple las propiedades mencionadas?
Explique su respuesta.
C
B A
D
Figura 2.
Los cuadrila´teros que cumplen las condiciones anteriores no son kuids.
2. Un cuadrila´tero cumple las siguientes condiciones:
• Las rectas que contienen las diagonales son perpendiculares entre
si.
• Las diagonales se bisecan mutuamente.
(a) Dibuje varios cuadrila´teros que cumplan las condiciones.
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C
B
A
D
Figura 3.
(b) ¿La figura 3 cumple las propiedades mencionadas? Explique su
respuesta.
(c) ¿Que´ otras propiedades comunes tienen los cuadrila´teros que cum-
plen las condiciones expresadas en 2?
3. Un cuadrila´tero cumple las siguientes condiciones:
• Las rectas que contienen las diagonales son perpendiculares entre
si.
• Exactamente una de las diagonales es bisecada por la otra o por
la recta que contiene esa diagonal.
(a) Dibuje varios cuadrila´teros que cumplan las condiciones.
(b) ¿La figura 4 cumple las propiedades mencionadas? Explique su
respuesta.
C
B
A
D
Figura 4.
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(c) ¿Que´ otras propiedades comunes tienen los cuadrila´teros que cum-
plen las condiciones expresadas en 3?
4. Los cuadrila´teros que satisfacen las condiciones expuestas en los nume-
rales 2 y 3 son kuids. ¿Que´ propiedades tienen en comu´n?
3.4 Descripcio´n de la aplicacio´n.
Se conformaron nueve (9) grupos de a cinco estudiantes, organizados libre-
mente de acuerdo a sus intereses, con el fin de propiciar la discusio´n entre
ellos. Se solicito´ consignar el consenso del grupo, respecto de cada actividad,
en una sola copia, para facilitar el proceso de ana´lisis. La experiencia se rea-
lizo´ en tres sesiones de las asignadas al espacio de la clase de geometr´ıa. Cada
sesio´n tuvo una duracio´n de hora y media. La distribucio´n de las actividades
y las fechas de aplicacio´n aparecen en la tabla 7.
Sesio´n Fecha Hora Actividades
1 Mie´rcoles 6 de marzo
de 2002
1:00 pm a 2:30 pm Se desarrollaron las actividades 1, 2 y se dio
un primer vistazo a la actividad 3.
2 Viernes 8 de marzo de
2002
7:00 am a 8:30 am Se continuo´ con la actividad 3, posteriormen-
te se realizo´ la actividad 5.
3 Lunes 11 de marzo de
2002
1:00 pm a 2:30 pm Se desarrollo´ la actividad 4 y se concluyo´ con
la actividad 6. Al final del taller se invito´ a
los alumnos a puntualizar una posible defini-
cio´n de Kuid.
Tabla 7.
Como el tiempo para desarrollar cada una de las actividades no se considero´
una variable a controlar, no se llevo´ un registro preciso de e´ste y cada gru-
po trabajo´ a su propio ritmo. Acabada cada actividad, el grupo recib´ıa la
siguiente.
3.5 Unidades de ana´lisis e indicadores.
Para dar cuenta del razonamiento que se favorece en la actividad de concep-
tualizacio´n se consideraron las siguientes unidades de ana´lisis:
• Evolucio´n del razonamiento respecto al concepto de kuid , en
te´rminos de la posibilidad de integrar las propiedades estudiadas en
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diferentes acercamientos constructivos del kuid, en una definicio´n de
este objeto geome´trico.
• Evolucio´n del razonamiento respecto a otros conceptos pre-
sentes en las actividades, con la idea de observar el enriquecimiento
conceptual sobre dichos objetos.
• Procedimientos usados en las construcciones realizadas, a ob-
jeto de indagar sobre las estrategias utilizadas por los estudiantes al
pedirles la ejecucio´n de las construcciones.
Los indicadores para las dos primeras Unidades de Ana´lisis se presentan
en la tabla 8. Para la tercera Unidad, se recogieron en forma esponta´nea,
evidencias del razonamiento.
Indicadores:
Tipo Evolucio´n en la conceptualizacio´n de kuid Evolucio´n en la conceptualizacio´n de otros
objetos geome´tricos
1 No se logra ver la figura como un todo sino co-
mo la unio´n de dos tria´ngulos.Se caracteriza la
figura mediante un nombre protot´ıpico.Se enfati-
za en propiedades no comunes o irrelevantes ma´s
que en propiedades comunes.
Los objetos sobre los que se razona son clases de
figuras protot´ıpicas reconocidas por tener la mis-
ma forma. El razonamiento se centra en conside-
raciones visuales, en donde las figuras se perciben
como un todo.
2 Se hace una lista exhaustiva de propiedades con-
secuencia de las construcciones que han hecho en
e´sta o en actividades anteriores.
Los objetos sobre los que se razona son clases
de figuras percibidas en te´rminos del conjunto
de propiedades que asocian a dichas figuras. Los
alumnos razonan sobre los conceptos por medio
de un ana´lisis informal de las partes constitutivas
y sus atributos.
3 Se deducen algunas propiedades a partir de
otras. Se efectu´a una clasificacio´n de la tipolog´ıa
de kuid Se evidencian propiedades que resultan
de relaciones entre las partes, dando inicio a una
inferencia:
-Lados adyacentes congruentes
-Un par de a´ngulos opuestos congruentes
-Rectas que contienen diagonales perpendiculares
Los objetos sobre los cuales se razona son pro-
piedades de las clases de las figuras, es decir, se
razona sobre las relaciones entre las partes cons-
titutivas de la figura. La conceptualizacio´n del
objeto se centra en la enunciacio´n de las propie-
dades necesarias y suficientes au´n cuando hay li-
mitaciones en las ima´genes conceptuales.
Tabla 8.
408
Una experiencia en el aula, en la ba´sica secundaria:. . .
3.6 Sistematizacio´n y ana´lisis de las producciones de
los estudiantes.
Para dar cuenta de la evolucio´n de los estudiantes en la conceptualizacio´n del
kuid se clasificaron los grupos de trabajo en tres modalidades, de acuerdo al
desempen˜o observado.
Modalidad I: En esta modalidad se consideraron aquellos grupos de trabajo,
(1 y 7), cuyo desempen˜o refleja un buen dominio geome´trico y quienes desde
la primera actividad lograron una conceptualizacio´n del kuid bastante acep-
table. Por tanto, las producciones fueron muy parecidas a lo largo de todas
las actividades.
Modalidad II: Aqu´ı se ubicaron aquellos grupos de trabajo, (2, 3, 4, 6), en
los que se observo´ un avance significativo en la conceptualizacio´n del kuid
desde razonamientos tipo 1 y 2 hacia una un razonamiento propio del tipo 3.
Modalidad III: Pertenecen a e´sta aquellos grupos, (5, 8 y 9) en los que no
se observo´ progreso en la conceptualizacio´n del kuid . Como es natural en
una clase numerosa (45 alumnos), existe grandes diferencias en la produc-
cio´n de los grupos conformados. En estos equipos de trabajo las actividades
propuestas no generaron progresos significativos en su razonamiento.
A continuacio´n se presenta el seguimiento realizado al trabajo de algunos
grupos representativos de cada una de las modalidades de trabajo, segu´n las
unidades de ana´lisis y los indicadores establecidos.
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• Evolucio´n en la conceptualizacio´n del kuid
Categor´ıa I (Grupos 1 y 7)
Seguimiento al grupo 1
Actividad 1
Los alumnos de esta modalidad se destacan por la buena preparacio´n geome´trica que poseen. Esto se
verifica en el ana´lisis exhaustivo que hacen del kuid, en la actividad, cuando enumeran propiedades
como: “tenemos 2 pares de lados adyacentes congruentes y los a´ngulos opuestos son congruentes ”
El proceso que siguieron los integrantes de este grupo para obtener estas conclusiones, se evidencia
en la conversacio´n entre este grupo y una de las investigadoras, quien actuaba como profesora. Este
se transcribe a continuacio´n:
P: ¿Que´ propiedades han descubierto?
E1: Que los a´ngulos opuestos son congruentes.
P: ¿Y como descubrieron eso?
E1: Porque tenemos un triangulo as´ı (haciendo referencia al triangulo que hab´ıa dibujado ) entonces
cuando lo dibujamos aca´ (por medio de la simetr´ıa), vemos que e´ste es congruente con e´ste (sen˜alando
los a´ngulos).
P: ¿Tienen ma´s propiedades comunes?
E2: Es que no se co´mo decir una cosa, que este lado adyacente es congruente con e´ste pero e´ste no
es con este otro. ¿Co´mo hago para decir que este lado ya no es congruente con e´ste?
P: ¿Por que´? ¿Cua´ntos lados adyacentes tienes?
E2: Uno, no, hart´ısimos...
P: Un par,¿no? Tienes un par. Tienes este par de lados adyacentes congruentes. ¿Eso es lo que
tienes que decir?
E2: Ah, entonces tenemos que tienen dos pares de lados adyacentes congruentes.
Aun cuando otros grupos llegaron a esta caracterizacio´n del kuid, la forma de expresar sus conclusio-
nes, identificando claramente los lados y a´ngulos a los cuales se refieren, muestran razonamiento de
tipo 3. Adema´s, el grupo 1 descubre propiedades que no son consecuencia misma del trabajo realiza-
do en la actividad “si trazamos las rectas que unan los a´ngulos opuestos, se forman a´ngulos rectos”.
Lo anterior es evidencia de su capacidad para buscar relaciones, no so´lo de las partes constitutivas
del objeto geome´trico estudiado, sino tambie´n de otros entes geome´tricos relacionados con e´l.
Actividad 2
En la actividad se centra la atencio´n en las diago-
nales de los cuadrila´teros como ejes o no de sime-
tr´ıa. Aqu´ı el grupo 1 reafirma las propiedades que
obtuvieron en la actividad anterior pero expresa en
un lenguaje ma´s preciso y conciso, sus diagonales
son perpendiculares.
Actividad 3
Como detectaron desde un principio las carac-
ter´ısticas esenciales del kuid, se podr´ıa pensar que
esta actividad, en la cual se juega con la posibili-
dad de que las rectas que contienen las diagonales
sean mediatrices, no enriquecer´ıan su conceptua-
lizacio´n del kuid. Sin embargo, el grupo 1 enun-
cia propiedades ma´s alla´ de las que espera´bamos:
si trazamos las diagonales se forman por lo me-
nos 2 tria´ngulos iso´sceles y por lo menos forman
un par de tria´ngulos congruentes, las diagonales.
Esto muestra que ya construyen relaciones rele-
vantes que llevan a un conocimiento ma´s profundo
del kuid, deduciendo propiedades intr´ınsecas que
no son producto de una simple percepcio´n visual.
Esto es evidencia de razonamiento de tipo 3.
Tabla 9.
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• Evolucio´n en la conceptualizacio´n del kuid
Categor´ıa II (Grupos 2,3,4 y 6)
Seguimiento al grupo 2
Actividad 1
El grupo 2, al igual que los grupos 4
y 6 no logra extraer propiedades comu-
nes de los cuadrila´teros mismos: “siem-
pre tienen formas parecidas”. Por es-
ta razo´n se clasifico´ aqu´ı en un razona-
miento tipo 1.
Actividad 2
En la actividad 2, el protagonista es el
cuadrila´tero, en contraste con el uso del
tria´ngulo en la primera actividad, como
herramienta para crear un cuadrila´tero.
Es posible que este hecho haya sido cla-
ve para evidenciar un razonamiento del
tipo 2. Los estudiantes dan respues-
tas como la siguiente: “Observamos que
tienen un par de lados congruentes y un
par de a´ngulos congruentes”, mostran-
do progreso claro en su habilidad para
analizar las partes constitutivas de los
kuid obtenidos.
Actividad 3
Con el a´nimo de llevar a los estudiantes a deducir las propiedades esenciales del
kuid, en la actividad se busca, a trave´s de la construccio´n de kuids que difieren
por propiedades relacionadas con las diagonales o las rectas que contienen a
e´stas, que descubran las propiedades comunes a todas las figuras resultantes.
El grupo 2 no produce informacio´n nueva respecto de la actividad anterior.
Por tanto, no se evidencia otro tipo de razonamiento.
Tabla 10.
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• Evolucio´n en la conceptualizacio´n del kuid
Categor´ıa II (Grupos 2,3,4 y 6)
Seguimiento al grupo 3
Actividad 1
Al afirmar, que todos los kuid son co-
metas, los integrantes de este grupo ex-
presan la propiedad que los coloca en
dicha clase: dos pares de lados adya-
centes congruentes. Este hecho se cla-
sifica como razonamiento tipo 2 frente
a la conceptualizacio´n del kuid.
Actividad 2
El grupo 3 muestra avance en la con-
ceptualizacio´n pero no traspasa el um-
bral para producir un razonamiento
propio del tipo 2. Sin embargo, expre-
san las caracter´ısticas comunes de for-
ma puntual, “tienen 2 pares de lados
congruentes y los a´ngulos opuestos al
eje de simetr´ıa son congruentes”.
Actividad 3
El grupo tiene certeza total de algunas propiedades del kuid ya que en la par-
te 1 dicen BD y AC no son ejes de simetr´ıa y no tienen lados congruentes,
(por tanto, no son kuids). Estas propiedades esta´n ligadas a las actividades
anteriores, mostrando cua´nto han aprendido sobre el kuid. Concluyen que los
lados adyacentes deben ser congruentes, evidenciando un claro avance en su
conceptualizacio´n. La conclusio´n muestra el proceso de razonamiento efectua-
do: tienen al menos un eje de simetr´ıa y por eso los a´ngulos opuestos al eje
de simetr´ıa son congruentes, los lados adyacentes a un a´ngulo son congruentes
(los lados que los conforman) los dos lados restantes tambie´n son congruentes,
indicando de forma indirecta que los kuid tienen por lo menos dos pares de
lados adyacentes congruentes. Como ya identifican la relacio´n entre los lados
congruentes, esta afirmacio´n refleja un razonamiento de tipo 3.
Tabla 11.
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• Evolucio´n en la conceptualizacio´n del kuid
Categor´ıa II (Grupos 2,3,4 y 6)
Seguimiento al grupo 4
Actividad 1
En contraste con el grupo 3, los alum-
nos del grupo 4 no logran extraer pro-
piedades comunes de los cuadrila´teros
mismos. Todos esta´n divididos por un
par de tria´ngulos. Muestran un nivel
elemental en sus observaciones, lo que
indica un razonamiento tipo 1.
Actividad 2
El hecho de que el cuadrila´tero haya si-
do el protagonista de la actividad fue
clave para el cambio en el tipo de ra-
zonamiento de los alumnos. Esto se
evidencia en las respuestas cuando in-
troducen afirmaciones como “al menos
2” lados congruentes y 2 a´ngulos con-
gruentes, mostrando as´ı co´mo pasan del
caso particular de los rombos, donde los
lados del cuadrila´tero son , para in-
cluir los bumeranes y las cometas, en
los cuales identifican dos pares de lados
. Estos productos de razonamiento se
clasifican en tipo 2.
Actividad 3
Con el a´nimo de llevar a los estudiantes a deducir las propiedades esenciales del
kuid, se busca en la actividad, a trave´s de la construccio´n de kuids que se diferen-
cien por propiedades relacionadas con las diagonales o las rectas que contienen
a e´stas, que descubran las propiedades comunes a todas las figuras resultantes.
Au´n cuando el grupo no alcanza a descubrir que los lados congruentes son adya-
centes, si muestran progreso porque concluyen tienen por lo menos dos pares de
lados congruentes y tienen un par de a´ngulos congruentes. Pasan de dos lados
congruentes a dos pares de lados congruentes pero no identifican la relacio´n ma´s
espec´ıfica de los lados congruentes: ser adyacentes.
Tabla 12.
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• Evolucio´n en la conceptualizacio´n del kuid
Categor´ıa II (Grupos 2,3,4 y 6)
Seguimiento al grupo 6
Actividad 1
Los alumnos de este grupo no logra-
ron extraer propiedades comunes de los
cuadrila´teros mismos. Afirmaciones co-
mo “a excepcio´n del tria´ngulo equila´tero
e iso´sceles, al ubicar un lado comu´n co-
mo diagonal, siempre se forman cua-
drila´teros diferentes por cualquier la-
do” muestran un nivel elemental en sus
observaciones, quedando clasificadas en
un razonamiento tipo 1.
Actividad 2
El grupo muestra un avance al descu-
brir que “las diagonales siempre deben
ser perpendiculares entre ellas”, pro-
piedad que no se hab´ıa explicitado en
ninguna de las actividades anteriores.
Sin embargo, no logran concentrarse en
las partes constitutivas del kuid para
mencionar las relaciones existentes en-
tre ellas, aspecto necesario para acer-
carse a la definicio´n del kuid. A pesar
de esto, siguen viendo al kuid como for-
mado o se puede dividir en 4  igua-
les afirmacio´n clasificada como razona-
miento tipo 1.
Actividad 3
En esta actividad, el grupo muestra un avance en su razonamiento, ya de tipo 2,
porque logran deducir la existencia de dos a´ngulos congruentes, mostrando que
esta´n desconfigurando la figura para observar las partes que la conforman, pero
no descubren la relacio´n entre los a´ngulos congruentes ni las relaciones entre los
lados del kuid. A pesar de esto, ofrecen una definicio´n del kuid : “mientras las
diagonales sean perpendiculares, las figuras sera´n kuids”, definicio´n que no tiene
asidero con los resultados que obtuvieron en el numeral 1 de esta actividad. Esta
parte de la actividad no logro´ cambiar la fijacio´n que, desde la Actividad 1, ten´ıan
respecto a esta caracter´ıstica.
Tabla 13.
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• Evolucio´n en la conceptualizacio´n del kuid
Categor´ıa III (Grupos 5,8, y 9)
Seguimiento al grupo 5
Actividad 1
A lo largo de la serie de actividades,
el grupo 5 se caracterizo´ por una con-
ceptualizacio´n del kuid basada en la
imposibilidad de tener una percepcio´n
global de la figura, ancla´ndose en la
construccio´n realizada en esta activi-
dad. Es decir, siempre ven al cua-
drila´tero como una figura conformada
por dos tria´ngulos congruentes, el uno
la imagen sime´trica del otro con respec-
to a un lado. Por eso, la caracterizacio´n
se reduce a la existencia de “dos pa-
res de lados congruentes”, razonamien-
to de tipo 1.
Actividad 2
Como la actividad centraba la aten-
cio´n en la simetr´ıa con respecto a una
de las diagonales, los estudiantes hicie-
ron el ana´lisis con base en la construc-
cio´n de la primera actividad. A par-
tir de ello, identificaron la existencia
de dos a´ngulos congruentes. Trataron
de relacionar las partes congruentes de
los tria´ngulos producidos al construir
la diagonal, como lo muestran la fra-
se de un estudiante quien dice: “que un
eje de simetr´ıa lo divide en 2 tria´ngulos
congruentes” y las marcas sobre las fi-
guras que sen˜alan los lados que son
congruentes entre si. Sin embargo el
ana´lisis esta´ basado siempre en los dos
tria´ngulos y no logran una imagen glo-
bal del kuid a partir de la construccio´n
propuesta. Por esto se dice que su ra-
zonamiento continu´a siendo del tipo 1.
Actividad 3
Ni siquiera despue´s de la actividad, en donde se busca centrar la atencio´n en la
perpendicularidad de las diagonales de los diferentes tipos de kuid, se logra un
cambio en la conceptualizacio´n del kuid, porque siguen enunciando las mismas
propiedades que descubrieron en las actividades anteriores.
Tabla 14.
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• Evolucio´n en la conceptualizacio´n del kuid
Categor´ıa III (Grupos 5,8, y 9)
Seguimiento al grupo 8
Actividad 1
A diferencia del grupo 5, el grupo 8 aprovecha me-
jor la actividad 1, producto, quiza´, de mejores es-
trategias de ana´lisis matema´tico de las figuras. En
esta actividad, obtienen un abanico muy variado
de opciones, entre las cuales se encuentran cua-
drila´teros co´ncavos y convexos. Usan como estra-
tegia para referirse a los cuadrila´teros obtenidos, el
nombrar los ve´rtices, hecho que aunque no parece
significativo, les brinda la posibilidad de identifi-
car el cuadrila´tero resultante como figura global
y centrarse en e´l para identificar las propiedades.
Concluyen que un kuid tiene por lo menos dos la-
dos congruentes y por lo menos dos a´ngulos con-
gruentes. El uso de cuantificadores y el hecho de
que den un listado de propiedades, muestra razo-
namiento de tipo 2 respecto a la conceptualizacio´n
del kuid.
Actividad 2
A pesar de seguir mostran-
do evidencias de razona-
miento tipo 2, el grupo re-
fina su posicio´n al afirmar
tiene dos pares de lados con-
gruentes y un par de a´ngulos
congruentes, pero no logran
avanzar en la conceptualiza-
cio´n misma del kuid , pues
no identifican la relacio´n en-
tre los lados congruentes.
Actividad 3
Al igual que el grupo 5, no se percibe un cambio en la conceptualizacio´n del kuid,
porque los estudiantes no detectan nuevas propiedades.
Tabla 15.
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• Evolucio´n en la conceptualizacio´n del kuid Categor´ıa III (Grupos 5,8,
y 9) Seguimiento al grupo 9
Actividad 1
Actividad 1 Este grupo aprovecha mejor la activi-
dad 2, producto quiza´s de mejores estrategias de
ana´lisis matema´tico de las figuras. Tambie´n co-
menzo´ con un razonamiento propio del tipo 2. Ha-
cen referencia a las propiedades que surgen de las
construcciones para establecer propiedades de los
kuid que obtuvieron: todos los kuids tienen dos la-
dos congruentes pero uno tiene dos pares de lados
y a´ngulos congruentes.
Actividad 2
Al igual que el grupo 6, es-
te grupo se siente capaz de
dar una definicio´n de kuid
Es un cuadrila´tero que tiene
dos pares de lados y a´ngulos
congruentes, pero no logran
avanzar en la conceptualiza-
cio´n misma del kuid, pues
no identifican la relacio´n en-
tre los lados congruentes y
que so´lo es necesario un par
de a´ngulos congruentes.
Actividad 3
Desafortunadamente, los alumnos del grupo 9, quienes pose´ıan un potencial pro-
misorio, cometieron muchos errores en la actividad 3, lo que impidio´ que avanza-
ran en la conceptualizacio´n del kuid, al no tener representaciones figurales apro-
piadas.
Tabla 16.
Evolucio´n del razonamiento en la conceptualizacio´n de otros objetos geome´-
tricos:
Aun cuando el intere´s principal de la investigacio´n giraba alrededor del razo-
namiento en torno a la conceptualizacio´n del kuid, no puede pasar desaperci-
bido el hecho de que las actividades “juegan” con otros conceptos y que, por
tanto, se pueden evidenciar ejemplos donde se nota razonamiento de distintos
tipos, segu´n la clasificacio´n de Van Hiele, respecto de ellos. A continuacio´n
se relatan algunas experiencias registradas durante la ejecucio´n de las acti-
vidades, las cuales que ilustran este hecho, identificando los conceptos que
esta´n involucrados.
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• Tria´ngulos y cuadrila´teros
El nivel de los estudiantes en el manejo de conceptos geome´tricos relacionados
con los tratados en las actividades propuestas, su capacidad de abstraer co-
mo un todo las figuras construidas y de identificar las partes constitutivas de
e´sta, se refleja en la forma de comunicar sus observaciones sobre tria´ngulos y
cuadrila´teros, como se evidencia en las afirmaciones hechas por los estudian-
tes, al finalizar la actividad 1. Las hay muy elementales, en donde se refieren
a propiedades irrelevantes, como el grupo 2, cuando afirma que “todos salen
de un tria´ngulo, no importa el taman˜o” situa´ndose como razonamiento de
tipo 1 respecto de la conceptualizacio´n de tria´ngulos y cuadrila´terios; o aque-
llas donde se evidencia confusio´n pero nombran muchas propiedades como:
“En cada cuadrila´tero, cada tria´ngulo comparte un lado comu´n” (grupo 4),
“En general, todos esta´n divididos por un par de tria´ngulos” (grupo 4), “Un
cuadrila´tero es un tria´ngulo con un eje de simetr´ıa” (grupo 9), clasificados
como de tipo 2 de razonamiento.
Por otro lado, esta´n aquellas afirmaciones que muestran un mayor dominio
del lenguaje y de otros conceptos geome´tricos involucrados en las actividades.
Los alumnos de los grupos 6, 1 y 8 se basan en la visualizacio´n; el primero
para describir los posibles resultados de las construcciones en la actividad 1:
“A excepcio´n del tria´ngulo equila´tero, al ubicar un lado comu´n como diago-
nal, siempre se forman cuadrila´teros diferentes”; los otros dos grupos para
extraer informacio´n: “tienen por lo menos un a´ngulo mayor o igual a 90◦”
(grupo 8) y “Si trazamos las rectas que unan los a´ngulos opuestos se forman
a´ngulos rectos” (grupo 1), manifestando razonamiento de tipo 3. Adema´s,
esta´n aquellos que hacen inferencias basados en las conexiones que logran con
sus conocimientos previos, logrando un razonamiento tipo 4 de: “Como los
cuadrila´teros esta´n formados por dos tria´ngulos congruentes invertidos, en-
tonces debe haber por lo menos dos segmentos congruentes” (grupo3). Esta
deduccio´n es hecha al tener en cuenta que el cuadrila´tero fue creado a partir
de un tria´ngulo y su imagen sime´trica, con respecto a la recta que contiene
un lado, la cual se convierte en diagonal del cuadrila´tero.
La siguiente afirmacio´n del grupo 5, al finalizar la actividad 1: “Que por
el lado que se dobla no hace parte de los lados del cuadrila´tero sino que lo
divide en dos tria´ngulos congruentes” contrasta significativamente con la del
grupo 7 que afirma: “Cada pieza tiene exactamente otra igual por que partes
correspondientes de tria´ngulos congruentes son congruentes” o la del grupo
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3: “Como los cuadrila´teros esta´n formados por dos tria´ngulos congruentes
invertidos entonces debe haber por lo menos dos segmentos congruentes”.
Los primeros muestran la dificultad de ver al cuadrila´tero independiente de
la unio´n de los dos tria´ngulos y por consiguiente no perciben la relacio´n en-
tre los lados del cuadrila´tero. Los otros usan esa unio´n para deducir que en
el cuadrila´tero se obtienen pares de partes constitutivas congruentes. Esto
muestra la gran diferencia entre los razonamientos tipo 2 y tipo 4, respecto
al concepto de cuadrila´tero.
Cometas o rombos
Los alumnos del grupo 3 expresan sus conclusiones de la actividad 1 de forma
sinte´tica al decir: “Todos son cometas pero el (a)(un cuadrado) y el (c) (un
rombo) adema´s de esa caracter´ıstica son rombos”. Esta´n mostrando su ca-
pacidad de efectuar clasificaciones, resultado de razonamiento tipo 3 de Van
Hiele en estos conceptos. El grupo 6 va ma´s alla´ cuando expresan: “Siempre
son rombos, las diagonales son perpendiculares y bisectrices de los a´ngulos”,
al concluir la seccio´n de la actividad 2, donde se construyen cuadrila´teros
para los cuales las dos diagonales son ejes de simetr´ıa, deduccio´n hecha de
sus construcciones, mostrando un razonamiento tipo 4.
Ejes de simetr´ıa
El concepto usado para construir kuids en las actividades 1 y 2 fue el de eje
de simetr´ıa. Estas actividades ayudaron al avance de la conceptualizacio´n
de kuid. Al finalizar la actividad 1, se tiene el siguiente dia´logo entre una
de las investigadoras, quien actuaba como profesora, y un alumno del grupo 9:
P: ¿Me puedes decir que´ es un kuid? E: De acuerdo a lo que hemos analizado
aca´, que una de las diagonales tiene que ser un eje de simetr´ıa, tan solo una,
y que al ser eje de simetr´ıa, un lado va a ser congruente al otro lado, a la
otra parte. Ah, me confund´ı, que un lado va a ser congruente al otro que
sea consecutivo el cual divide el eje de simetr´ıa y eso tiene que cumplirse al
haber dos pares de lados adyacentes congruentes.
Al solicitar un cuadrila´tero cuyas diagonales fueran ejes de simetr´ıa, muchos
alumnos dibujaron inmediatamente un recta´ngulo no cuadrado, puesto que
pensaban, como lo expresan los grupos 5 y 9: “que un eje de simetr´ıa lo
divide en 2 tria´ngulos congruentes” propiedad que s´ı tienen las diagonales
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de un paralelogramo ma´s no la de ser ejes de simetr´ıa. So´lo al pedirles que
doblaran el papel por alguna de las diagonales y ver que no coincid´ıan los
tria´ngulos, cambiaron su aseveracio´n.
Como resultado de la percepcio´n visual, los grupos 1, 5, 8 y 9 deducen co-
mo propiedad de los cuadrila´teros con dos diagonales ejes de simetr´ıa que
“tienen dos pares de lados paralelos”, razonamiento tipo 3. El grupo 6, an-
te la misma tarea, afirma “Las diagonales son ejes de simetr´ıa y que para
ello, los lados deben ser correspondientes”. Para los cuadrila´teros con exac-
tamente una diagonal eje de simetr´ıa, dicen: “Encontramos que so´lo hay dos
posibilidades de forma: La a y la b, e´stas se pueden alterar, pero sin que
se cambie el eje de simetr´ıa”. Estos ana´lisis son muestra de razonamiento
tipo 4 respecto a este concepto. El grupo 3, tambie´n concluye el paralelis-
mo de los lados del cuadrila´tero que tiene dos diagonales ejes de simetr´ıa y
para aquellos con una diagonal eje de simetr´ıa afirman “tienen dos pares de
lados congruentes los cuales deben estar separados por el eje de simetr´ıa”
deduccio´n va´lida en torno a este concepto, que se ubican como razonamien-
to tipo 4. El grupo 4 explica que el cuadrila´tero con ambas diagonales ejes
de simetr´ıa queda dividido en cuatro tria´ngulos con “por lo menos 2 lados
congruentes”, resultado de un razonamiento tipo 4. En igual nivel se en-
cuentra el grupo 7 al afirmar que: “como el cuadrila´tero tiene so´lo un eje
de simetr´ıa, tiene un par de a´ngulos congruentes que son opuestos a ese eje”.
Diagonal de un cuadrila´tero
Los estudiantes manifiestan buen dominio de este concepto, eje de las acti-
vidades 2 y 3. El uso de las expresiones recta que contiene a la diagonal
y diagonal fue aceptado con mucha naturalidad, hecho que se evidencia en
la explicacio´n ofrecida por el grupo 8: “No cumple las condiciones porque
las diagonales no se bisecan mutuamente a pesar de que las rectas que con-
tiene las diagonales son perpendiculares entre si”, cuando se pregunta en la
actividad 3 si la figura (fig. 5) dada:
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C
B
A
D
Figura 5.
cumple las condiciones:
• Las rectas que contienen las diagonales son perpendiculares entre si.
• Las diagonales se bisecan mutuamente.
Las construcciones geome´tricas:
Como componente trasversal en las actividades propuestas esta´ el uso de
construcciones con regla y compa´s como instrumento para ligar la percep-
cio´n visual con caracter´ısticas, propiedades o relaciones geome´tricas de una
figura. Con las construcciones se busca que los alumnos logren mayor ri-
queza de ejemplos y realizar configuraciones de las figuras para determinar
las caracter´ısticas esenciales del kuid, paso indispensable para formar el con-
cepto correspondiente y potenciar el razonamiento en torno a e´l. Esto se
pudo evidenciar en la conversacio´n que surgio´ cuando dos estudiantes del
mismo grupo obtuvieron cuadrila´teros muy distintos, al construir la imagen
sime´trica de un tria´ngulo recta´ngulo en la actividad 1. Uno de ellos insist´ıa
en que el otro se hab´ıa equivocado en su construccio´n, y por tanto, solicito´
el aval de una de las investigadoras.
P: ¿Ambos siguieron las instrucciones?
E1: Es que yo constru´ı un triangulo especial de 45, 90 y entonces, al hacer
la simetr´ıa, me dio un cuadrado.
P: ¿Y que´ paso´ con los dema´s?
E1: Que ellos no hicieron el proceso bien.
E2: A mi me dio una “pira´mide”, es que no lo hice de 45-90, sino de 30-60.
P: Y resultaron figuras muy distintas. ¿Ambos siguieron mis instrucciones,
o no? Entonces todas las figuras que resultaron son correctas. ¿Hubo dife-
rencias solamente con el triangulo recta´ngulo?
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E4: No. Tambie´n con el escaleno.
P: Con el tria´ngulo escaleno tambie´n resultaron cuadrila´teros muy distintos,
¿cierto? Pero todos siguieron mis instrucciones. Entonces todas las figuras
son ejemplos de kuids.
A partir de la actividad 2, se evidencia en los grupos, el uso de conocimien-
tos geome´tricos para construir cuadrila´teros con las condiciones exigidas. Por
ejemplo, el grupo 4 explica co´mo logran construir el cuadrila´tero con ambas
diagonales ejes de simetr´ıa: cada tria´ngulo debe tener por lo menos 2 lados
congruentes para que al formar el cuadrila´tero tenga 2 diagonales que sean
ejes de simetr´ıa, configurando el pol´ıgono a partir de partes que lo constitu-
yen. El grupo 1, al decidir que el cuadrila´tero descrito puede ser un cuadrado,
lo construye, no por medio de rectas perpendiculares sino usando cuatro seg-
mentos tangentes a una circunferencia donde los puntos de tangencia son
extremos de dia´metros perpendiculares entre si. El grupo 9, concluye que
dicho cuadrila´tero debe tener diagonales perpendiculares y, por tanto, cons-
truyen las rectas perpendiculares inicialmente para luego unir por medio de
segmentos puntos en ellas.
Tanto en la Actividad 3, donde todos los cuadrila´teros deben cumplir que las
rectas que contienen las diagonales sean perpendiculares, como en la Activi-
dad 1, donde se necesitaba un tria´ngulo recta´ngulo, los estudiantes hicieron
uso de la escuadra, de construcciones cla´sicas de la mediatriz de un segmento,
o propiedades conocidas, como un a´ngulo inscrito en una semicircunferencia,
para obtener a´ngulos rectos.
4 Conclusiones.
El estudio investigativo relativo a la tarea de conceptualizacio´n se realizo´ con
el objeto geome´trico, kuid, desconocido dentro de los comu´nmente estudiados
en geometr´ıa, con miras a crear y mantener el intere´s de los estudiantes, y
porque los propo´sitos de la investigacio´n as´ı lo exig´ıan. No se propone que
se conviertan en objeto de ensen˜anza; lo que se pretende es mostrar dife-
rentes actividades que posibilitan y favorecen el razonamiento a trave´s de la
conceptualizacio´n, si se busca atender al proceso de construccio´n de los con-
ceptos centrando la atencio´n en diversas propiedades que poseen. Mediante
el ana´lisis delas propiedades relevantes e irrelevantes, se quiere consolidar
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una imagen conceptual ma´s cercana a la aceptada por la comunidad ma-
tema´tica. Sin embargo, el tipo de actividades propuestas y muchas otras
que se pueden crear, se pueden prever para llegar al concepto de cualquier
objeto geome´trico. Si bien el disen˜o y realizacio´n de actividades para favo-
recer la formacio´n de un concepto geome´trico demanda tiempo, se sugiere
dedicar los espacios necesarios para este tipo de actividades en clase, ya que
e´stas favorecen el desarrollo del razonamiento a trave´s de las interacciones
de los estudiantes, as´ı como la apropiacio´n de un lenguaje especializado, y el
establecimiento de relaciones entre conceptos, lo cual permite la ampliacio´n
de la imagen conceptual del objeto geome´trico en particular y de otros que
el estudiante conoce. Incluso, el maestro puede aprovechar la oportunidad
para verificar que´ tan bien manejan, los alumnos, conceptos que consideran
saben.
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